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Waldemar CZAJKOWSKI

MATEMATYKA A PIEKNO

Istniejq pojecia matematyczne, ktore zastugujq na miano pieknych. By¢ moze
jednym z najpiekniejszych (o ile nie najpickniejszym) jest pojecie syme-
trii — bardzo intuicyjne, zrozumiale dla ludzi, ktorzy z matematykq nigdy nie
mieli nic wspolnego. Jest to réwniez pojecie naturalne — obecne w naszym do-
Swiadczaniu, a w szczegdlnosci w estetycznym przezywaniu otaczajqcego nas
Swiata.

Prawda, Dobro, Pigkno — trzy transcendentalia aksjologiczne' — co najmnie;j
od czaséw Platona stanowia swego rodzaju ,,rdzen” kultury europejskiej. Zro-
zumienia istoty tych wartosci mozemy zapewne poszukiwac na wielu drogach.
Wspomnijmy tu o trzech z nich. Pierwsza to droga wilasciwa metafizyce, druga
1 trzecig mozna byloby natomiast okresli¢ facznie mianem drogi fenomenolo-
giczne;j.

Wspolng ceche drogi drugiej i trzeciej stanowi prowadzenie dociekan
na podstawie opisu i analizy réznorodnych fenomenow i sposobow ich do-
swiadczania, tym natomiast, co je odroznia, jest przyjecie (w przypadku
drugiej) badz odrzucenie (w przypadku trzeciej) pewnego przeswiadczenia
(artykutowanego mniej lub bardziej wyraznie, mniej lub bardziej stanowczo)
— przeswiadczenia, ze kazda z trzech wartos$ci realizuje si¢ we wlasciwym
sobie obszarze. Wybierajac druga z tych drog, istoty Prawdy poszukiwaliby-
smy w obszarze nauki, istoty Dobra — w obszarze religii, a Pigkna — sztuki.
Ja wybralem drogg trzecia. Jej punkt wyjscia stanowi odrzucenie tego prze-
swiadczenia i przyjecie, ze ,.triada platonska” obecna jest w kazdej dziedzi-
nie kultury. Systematyczne uzasadnienie tej decyzji wymagatoby odrebnego
tekstu. Niniejszy artykul mozna potraktowac jako fragment takiego uzasad-
nienia. Zamierzam pokazac, ze pigkno — wiazane gldwnie ze sztuka® — jest tez

! Na temat pojecia transcendentaliow aksjologicznych por. W. S tr ¢ z e w s k i, Ontologia,
Znak, Krakow 2003, s. 193.

2 Na podstawie pracy pod redakcja Krystyny Wilkoszewskiej Estetyki filozoficzne XX wieku
mozna przypuszczaé, ze (pomimo pewnych zmian, o ktérych wspomng pod koniec tego artykutu)
takze estetyka wspolczesna skupia si¢ na sztuce (zob. Estetyki filozoficzne XX wieku, red. K. Wil-
koszewska, Universitas, Krakow 2000).
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wartoscig fundamentalng dla matematyki, dziedziny niejednokrotnie (zwtasz-
cza w mysleniu potocznym?®) przeciwstawianej sztuce®.

Teza ta, raczej rzadko rozwazana przez estetykow, akceptowana jest dos¢
powszechnie przez samych matematykow. Zacytujmy tu dla przyktadu wybitnego
wspoltczesnego matematyka i fizyka Rogera Penrose’a. W pierwszym rozdzia-
le (zatytulowanym ,,Korzenie nauki”) swej monumentalnej ksiazki Droga do
rzeczywistosci, bedacej swego rodzaju synteza tej czesci wiedzy matematycz-
nej 1 fizycznej, ktora jest niezbgdna dla zrozumienia fundamentalnych zasad
rzadzacych Wszechs§wiatem, zamiescit podrozdziat ,,Dobro, Prawda i Pickno”.
Zapowiada w nim, ze w dalszych rozdziatach ksiazki czytelnicy natkna si¢ ,,na
zadziwiajace zwiazki migdzy prawda i pigknem’”. Podkresla tez, Ze ,,niezaleznie
od niewatpliwej 1 czesto dwuznacznej roli pigkna w poszukiwaniu matematyki
opisujacej $wiat fizyczny, kryteria estetyczne majq fundamentalne znaczenie dla
rozwoju samej matematyki”®. Dodaje tez bardzo interesujaca — jak sadz¢ —uwage
o charakterze epistemologiczno-psychologicznym: ,,Jestem [...] sktonny uwazac,
ze istotnym elementem przekonania matematyka, iz Swiat platonski istnieje poza
nami, jest wlasnie, tak czesto odkrywana, nadzwyczajna 1 nieoczekiwana ukryta
uroda samych idei””.

O PIEKNIE MATEMATYKI

Punktem wyjscia refleksji nad pigknem matematyki zamierzam uczynié
— zgodnie z przyjeta tu (szeroko rozumiana) perspektywa fenomenologicz-
na® — opis jego réznorodnych przejawow.

3 Niedostrzeganie elementu estetycznego w matematyce jest szeroko rozpowszechnione — pi-
sali kilka dekad temu wybitni amerykanscy matematycy: Phillip J. Davies i Reuben Hersh — i moze
rodzi¢ wrazenie, ze matematyka jest sucha jak kurz, ekscytujaca jak ksiazka telefoniczna, odlegta
jak prawa XV-wiecznej Szkocji przeciwko ztodziejom dzieci” (Ph.J. Davies, R. Hers h, Swiat
matematyki, thum. R. Duda, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1994, s. 150). Czy sytuacja
ulegta zmianie? A jesli tak, to czy aby na pewno na lepsze?

4 Zasygnalizujmy tylko, ze problematyke t¢ mozna bytoby rozpatrywaé w szerszym kontek-
$cie relacji — czy, jesli zgodzi¢ si¢ z Charlesem P. Snowem — konfliktu migdzy nauka (ang. science)
a humanistyka. Szerzej na ten temat zob. W. C z a j k o w s k i, Dwie kultury w perspektywie hi-
storycznej socjologii wiedzy, w: Czy dwie kultury?, red. J. Rab, Stowarzyszenie na Rzecz Rozwoju
Nauki Polskiej, Zabrze 2005, s. 69-94.

> R.Penrose, Droga do rzeczywistosci. Wyczerpujqcy przewodnik po prawach rzqdzqcych
Wszechswiatem, thum. J. Przystawa, Proszynski i S-ka, Warszawa [b.r.w.], s. 21. Nie od rzeczy bedzie
przytoczy¢ wypowiedz Martina Gardnera: ,,Osiagnigcia Penrose’a w matematyce i fizyce [...] wy-
nikaja z zadziwienia i zachwytu nad tajemnica i pigknoscia bytu” (M. G ar d n e r, Stowo wstepne,
w: R. Penrose, Nowy umyst cesarza. O komputerach, umysle i prawach fizyki, ttum. P. Amsterdamski,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1995, s. 12).

® Penrose, Droga do rzeczywistosci, s. 21.

7 Tamze, s. 21n.

8 ,Punktem wyjscia metody fenomenologicznej jest doswiadczenie. Fenomenologia rozumie je
szeroko, w szczegdlnosci nie redukuje go do doswiadczenia zmystowego. Kazda dziedzina fenome-
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PIEKNO WZOROW

Wielu z nas matematyka (szkolna) kojarzy si¢ z tablicami matematyczno-
-fizycznymi, czy innymi kompendiami zawierajacymi setki wzorow (gldwnie
rownosci, czasami nierdwnosci), z ktorych wiele (na szczgscie nie wszystkie)
powinnismy zapamigtac, a takze umiec si¢ nimi postugiwaé w rozwiazywaniu
rozmaitych zadan. Gdziez tu miejsce na pigkno? A jednak sa wzory, ktére
matematycy na ogdt uznaja za pigkne, sq takie, ktore uznaja za tadne, i ta-
kie, ktorym nie przypisuja pozytywnej klasyfikacji estetycznej. (Co ciekawe,
raczej trudno spotka¢ charakterystyke negatywna; stowo ,,brzydki” rzadko
— jesli w ogdle — taczone jest z frazg ,,wzOor matematyczny”). Przyjrzyjmy
si¢ wzorowi, ktéry powszechnie uwazany jest przez matematykow za jeden
z najpigkniejszych (czy wrgcz — za najpigkniejszy’®). Wzor ten wiaze ze soba
pig¢ liczb: e+ 1 = 0. C6z w nim pigknego?

Po pierwsze, jest bardzo prosty: stwierdza, ze dwie liczby zsumowane dajq
zero — to najzupeiniej elementarna arytmetyka. Aby jednak w petni doceni¢
pickno tego wzoru, potrzeba wiedzie¢ nieco wigcej o liczbach. Trzeba wie-
dzie¢, czym jest potggowanie (to wiedza elementarna), a ponadto — co moze
nieco mniej powszechne — zdawaé sobie sprawe, ze wyktadnikiem potegi
moga by¢ rozmaite liczby — nie tylko catkowite (takie jak: —2, 0, +3), ale takze
niewymierne, a nawet zespolone. Trzeba tez wiedzie¢, ze we wzorze tym
wystepuja liczby ,,bardzo wazne”. Waznos$¢ zera i jedynki jest dos¢ oczywista;
W zargonie matematycznym mowi si¢, ze sg one ,,elementami neutralnymi”
— odpowiednio — dodawania i mnozenia. Wazno$¢ liczby 7 jest tez raczej
oczywista. Liczba ta wystgpuje we wzorach na pole kota czy powierzchnie¢
kuli. Warto doda¢, ze pojawia si¢ takze w innych obszarach matematyki, na
przyktad we wzorze opisujacym tak zwang krzywa dzwonowa Gaussa, maja-
ca fundamentalne znaczenie w rachunku prawdopodobienstwa i w statystyce
matematycznej. Wtasnie ta roznorodnos¢ kontekstow, w ktorych m odgrywa
istotng role, czyni z niej liczbg szczegolnie ciekawa. Liczba e — rownie do-
niosta jak w — jest (wsrod wigkszosci nie-matematykéw) mniej znana. Mimo
ze jest bardziej skomplikowana niz na przyktad liczba 2 (trzeba ja bowiem

noéw [...] wymaga swoistego sposobu doswiadczenia, zgodnego z natura danego fenomenu: inaczej
dos$wiadcza si¢ przedmiotow materialnych, [...] inaczej doswiadczane sa idee” (W. Strozewski,
Estetyka fenomenologiczna, w: Estetyki filozoficzne XX wieku, s. 9). Taka charakterystyka perspekty-
wy (metody) fenomenologicznej jest — jak sadzg¢ — na potrzeby niniejszego tekstu wystarczajaca.

® Por. K. Turzynski, Zglebiajac pickno matematyki, ,,Delta” 2014, nr 4, s. 21. Nawiasem
mowiac, autor omawia w tym tekscie przeprowadzane za pomocg rezonansu magnetycznego badania
neurologiczne (sic!) nad doznaniami estetycznymi zwigzanymi z matematyka. Badania te wydaja si¢
niezwykle interesujace (zob. S. Zeki,JP.Romaya, DMT.Benincasa, M.F. Atyiyah, The
Experience of Mathematical Beauty and its Neural Correlates, ,,Frontiers in Human Neuroscience”
8(2014), https://www.frontiersin.org/articles/10.3389/fnhum.2014.00068/full).
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definiowa¢ jako granice pewnego ciagu liczb wymiernych'?), pozwala na
zdefiniowanie najprostszej (w pewnym sensie, ktdrego nie ma potrzeby tu
precyzowac) postaci funkcji wyktadniczej (czyli funkcji postaci a*). Nieco
wigksze trudnos$ci sprawia liczba i. Jej formalna definicja jest tylez prosta,
co — dla spotykajacych si¢ z nig po raz pierwszy — zaskakujaca: i* = —1. Jest
to jednak najprostsza liczba zespolona (niebgdaca liczbg rzeczywista; licz-
by rzeczywiste stanowia podzbior zbioru liczb zespolonych). Za pomoca tej
liczy 1 wszystkich liczb rzeczywistych mozna zdefiniowa¢ wszystkie liczby
zespolone (kazda liczba zespolona dana jest wzorem: z = a+bi, gdzie a oraz
b to liczby rzeczywiste) — liczby o ogromnej doniostosci 1 dla matematyki,
idla fizyki". Taka wiedza na temat pigciu liczb wystepujacych w omawianym
tu wzorze wystarczylaby zapewne do zrozumienia, dlaczego uwaza si¢ go
za pigkny. Mysle jednak, ze warto doda¢, iz zarowno liczba w, jak i liczba
e sg nie tylko liczbami niewymiernymi (niedajacymi si¢ przedstawi¢ jako
utamki) znanymi od czasow Pitagorasa, lecz takze liczbami przestgpnymi —
w jezykach zachodnich zwanymi liczbami transcendentalnymi (niech koledzy
filozofowie wybacza, ale po prostu tak si¢ one tam od dawna nazywaja — bez
zadnego szczegdlnego zwigzku z Tomaszem z Akwinu czy Edmundem Hus-
serlem; jedyny zwiazek ma charakter jgzykowy, etymologiczny: i w filozofii,
1 w matematyce zrddtem tej nazwy jest tacinskie ,,transcendere”) — czyli nie
sa pierwiastkami zadnego rownania algebraicznego o wspdtczynnikach wy-
miernych. Podsumujmy, korzystajac ze sformutowania Penrose’a: relatywnie
prosty ,,wzor, w sposob nieomal mistyczny, taczy ze sobg pig¢ fundamental-
nych liczb”'2.

Po drugie, mimo swej (wzglednej) prostoty jest on wzorem zaskakujacym
— ogolna wiedza o liczbach i wykonywanych na nich operacjach nie sugeruje
nam, ze ,,jakos tak powinno by¢”. Znamy wiele wzoréw prostych, ale zupetnie
niezaskakujacych: intuicja matematyczna mowi nam, ze wlasnie ,,tak jakos
powinno by¢” (jak choéby w przypadku wzoru wyrazajacego przemiennosé
dodawania i mnozenia: a+b = b+a, ab=>ba). Nie uznajemy tych wzorow za
pigkne. Z drugiej strony, istnieje wiele wzoréw tak skomplikowanych, ze nie
tylko intuicja nic nam w odniesieniu do nich nie podpowiada, ale tez z trudem
ogarniamy ich sens.

19 Oto definicja: e = lim(1 + 1/n)".

11" Magia liczb zespolonych sama w sobie jest zjawiskiem cudownym i dlatego wartym bliz-
szego poznana” — pisze Penrose (P e nr o s e, Droga do rzeczywistosci, s. 72). Podkresla tez, ze ,,dla
wszystkich, ktérzy nie wierzyli w «praktyczne» aspekty liczb zespolonych, musiato byé ogrom-
nym zaskoczeniem, kiedy w ostatnich ¢wier¢wieczach XX stulecia okazato si¢, ze prawa rzadzace
zachowaniem si¢ Wszechswiata w sposob fundamentalny zwiazane sa z liczbami zespolonymi”
(tamze, s. 71).

12 Tamze, s. 53.
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Po trzecie, jesli wykroczy si¢ poza sam wzor i uwzgledni jego dowdd,
dostrzeze si¢ jego doniostos¢. W zwigztej, zwartej formie pokazuje on — poza
zwiazkiem migdzy kilkoma (bardzo waznymi) liczbami — takze znacznie bar-
dziej uniwersalny zwiazek miedzy dwiema waznymi klasami funkcji: funkeji
wyktadniczych oraz funkcji trygonometrycznych. Mysle, ze pigkno wielu
— czy wszystkich? — wzoréw daloby si¢ scharakteryzowac jako polaczenie
prostoty (zawsze, rzecz jasna, wzglednej), zaskoczenia (nieoczywistosci)
1 doniostosci.

Z pewnego powodu (o ktérym za chwilg), cheiatbym powyzsze rozwaza-
nia o pigknie wzoréw matematycznych uzupetnic jednym jeszcze przyktadem.
Jak wspominatem wyzej, dobrze nam wszystkim znana liczba « jest nie tylko
liczba niewymierna, ale i — przestepna. Da sig¢ ja jednak przedstawi¢ za pomo-
cq nastgpujacego wzoru: m/4=1/1—-1/3 +1/5—1/7+1/9...13. Wzor ten jest
prosty (dla jego zrozumienia wystarczy intuicyjne uchwycenie sensu pojecia
szeregu nieskonczonego — osiagalne na przyktad dla kazdego, kto zetknat si¢
z paradoksem Achillesa 1 zotwia), ale tez zaskakujacy, a ponadto doniosty
matematycznie oraz — jak si¢ wydaje — filozoficznie. Nie ulega watpliwosci,
ze do waznych par poje¢c¢ filozoficznych (takich, jak na przyktad umysl—cialo)
zaliczy¢ mozna takze par¢ porzadek—chaos. Przywolany tu wzoér zdaje si¢
wskazywac na pewng wzglednosc¢ tej opozycji. Oto z jednej strony réwnosci
mamy liczbg, ktorej rozwinigcie dziesigtne jest — chciatoby si¢ rzec — skraj-
nie nieregularne (chaotyczne), z drugiej natomiast — bardzo regularny ciag
sktadnikéw sumy nieskonczonej. Okolicznos¢ ta dodaje — moim zdaniem —
estetycznego uroku temu wzorowi.

PIEKNO POJEC MATEMATYCZNYCH

Tym, co — oprocz wzoroéw— kojarzy si¢ zdecydowanej wigkszosci z nas
z matematyka, sa definicje poj¢¢ matematycznych, na przyktad kwadratu,
trapezu, pochodnej czy catki. Czy mowienie o pigknie poje¢ (matematycz-
nych) ma sens? Z pewnoscig w wielu przypadkach trudno bytoby uzasadnié¢
odpowiedz twierdzaca. Mysle jednak, ze ogdlna odpowiedz jest wiasnie taka,
poniewaz istnieja pojecia matematyczne, ktore zastuguja na miano pigknych.
By¢ moze jednym z najpigkniejszych (o ile nie najpigkniejszym) jest poje-
cie symetrii — bardzo intuicyjne, zrozumiate dla ludzi, ktérzy z matematyka
nigdy nie mieli nic wspolnego. Jest to rowniez pojecie naturalne — obecne
(co uswiadamiamy sobie w mniejszym lub wigkszym stopniu) w naszym do-

13 Nie jest to jedyny wzor tego rodzaju. Dla ilustracji przytoczmy inna — nie mniej zaskakujaca
i prosta — rowno$¢ (udowodniona przez Eulera): n2 /6 = 1/12+ 1/2*+ 1/3* + 1/4* + 1/5%...
p p
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$wiadczaniu, a w szczego6lnosci w estetycznym przezywaniu otaczajacego
nas $wiata (pomyslmy tylko o roli symetrii w postrzeganiu ludzkiego ciala;
przypomnijmy tez sobie, jakg reakcje wywotywaly niektére dzieta Picassa
przedstawiajace drastycznie asymetryczne obrazy ludzkiej twarzy). Bedac
niezwykle waznym pojgciem geometrycznym, pozwala ono — jesli zostalo
zdefiniowane w dostatecznie abstrakcyjny sposdb — charakteryzowac wlasci-
wosci obiektow innych niz geometryczne, na przyktad rownan algebraicznych
(co odkryto stosunkowo niedawno, bo w wieku dziewigtnastym, migdzy in-
nymi za sprawq Evariste’a Galois). Fakt ten powinien by¢ szczegdlnie inte-
resujacy dla filozofow (i tym samym dodawac pojgciu symetrii dodatkowego
uroku): pojecie symetrii oraz powigzane z nim algebraiczne pojeciu grupy
pozwolily na udowodnienie bardzo waznego twierdzenia. Twierdzenie to za-
stuguje moim zdaniem na miano ,,twierdzenia limitacyjnego™, czyli twier-
dzenia, ktore w $cisty matematyczny sposdb dowodzi istnienia (okreslonych,
konkretnych) granic poznania matematycznego. Zgodnie z twierdzeniem,
o ktérym tu mowa, nie istniejq ogolne (tego rodzaju, ktory znamy ze szkoty
w odniesieniu do réwnan stopnia drugiego) wzory na pierwiastki rownan
algebraicznych stopnia wyzszego niz czwarty. Pojecie symetrii znajduje takze
niezwykle szerokie zastosowanie w fizyce. Dla filozofow bodaj najciekawsze
jest twierdzenie Emmy Noether opisujace zwigzek migdzy rodzajami syme-
trii (klasyfikowanie symetrii to osobne, niezwykle obszerne zagadnienie; tu
wystarczy wskazaé na intuicyjnie oczywisty fakt: zbidr symetrii kota jest
nieskonczony', kwadratu natomiast — o$mioelementowy), a zasadami za-
chowania, na przyklad zasada zachowania energii. Wydaje si¢, ze pojgcie
symetrii spetnia kryteria analogiczne do tych, ktore spetniaja niektoére wzory
matematyczne: jest (relatywnie) proste, pozwala uzyska¢ zaskakujace i filo-
zoficznie ciekawe twierdzenia oraz ma niezwykle szeroki obszar zastosowan.
Bez watpienia zastuguje zatem na miano pojgcia pigknego.

Kwestii pickna pojg¢ zamierzam jeszcze poswigci¢ nieco miejsca, najpierw
jednak kilka stow o pewnym problemie z zakresu aksjologii ogdlnej. Otdéz mo-
wiac o wartosciach, mozemy mysle¢ o nich jako o pewnych charakterystykach
bezwzglednych czy dychotomicznych (takich, jak: dobry—zty, prawdziwy—fal-
szywy, pigkny—brzydki) albo wzglednych'® czy stopniowalnych (na przyktad:
lepszy—gorszy, prawdziwszy—fatszywszy, pigkniejszy—brzydszy). Osobiscie

14 Najbardziej znanym twierdzeniem limitacyjnym jest oczywiscie twierdzenie Gddla, twier-
dzeniami limitacyjnymi sa tez migdzy innymi twierdzenia Churcha, Skolema i Tarskiego.

15 Kazda prosta przechodzaca przez $rodek kota wyznacza pewna jego symetrig. Takich pro-
stych jest nieskonczenie (i to nieprzeliczalnie) wiele.

16 Podkreslmy, ze wzglednosé, o ktorej tu mowa, nie ma nic wspdlnego z rozmaitymi relatywi-
zmami: to, ze Jan jest wyzszy od Pawta, a nizszy od Gawtla, jest ,,twardym”, obiektywnym faktem,
nienasuwajacym zadnych mysli o wzglgdnosci (subiektywnosci) postrzezen zmystowych.
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sktaniam si¢ do traktowania wszelkich wartosci jako stopniowalnych. Jest to
jednak kwestia, ktora wymagataby osobnej dyskusji. Tutaj pragng ograniczy¢
si¢ do wskazania na mozliwos¢ stopniowalnosci w odniesieniu do kategorii,
jaka jest pigkno poje¢ matematycznych. Sadz¢ mianowicie, ze pojecie, ktore
zamierzam teraz krotko omowic, to pojecie pigkne, mniej jednak pigkne niz
pojecie symetrii.

Réwnolicznos¢ zbioréw — wilasnie o niej bedzie mowa — jest pojgciem
niezwykle prostym. Jego sens powinny zrozumie¢ nawet dzieci nieumieja-
ce jeszcze liczy¢. Jesli ustawi¢ dziewczynki i chlopcéw w pary i nikt nie
zostanie, to wiadomo, ze chtopcow i1 dziewczynek jest tyle samo; jesli zas
zostanie na przyklad jedna dziewczynka (lub kilka dziewczynek), to znaczy,
ze dziewczynek jest wigcej — trudno chyba o prostsze rozumowanie. Pozostaje
,»drobiazg”: przeniesienie tego rozumowania na dowolne zbiory, w tym — na
zbiory nieskonczone. Krok ten wymaga zapewne nieco wigkszej zdolnosci
do abstrakcyjnego myslenia niz ta wystgpujaca u przedszkolakow... Pojecie
réownolicznosci zbioréw ujawnia cate swe znaczenie w kontekscie innego
pojecia — przywodzacego na mysl rosyjskie ,,matrioszki” pojecia zbioru zbio-
row. Chodzi o to, ze elementami zbiordw moga by¢ — zbiory. Wyjsciowa
intuicja znéw jest bardzo prosta: bombonierka to zbior czekoladek, pewna
liczba bombonierek to paczka, pewna liczba paczek — tadunek pojedynczego
TIR-a, pewna liczba zaladowanych TIR-6w — realizowane zamdwienie. ..
Mozna w ten sposéb kontynuowac¢ rozumowanie dowolnie dlugo. Od tej in-
tuicji niedaleko juz (cho¢ nieco sily abstrakcji trzeba tu uzy¢) do idei tak
zwanego zbioru potggowego: zbioru ztozonego ze wszystkich podzbiorow
ustalonego zbioru. Tak wigc, majac dany jaki$§ zbior, mamy réwniez pewien
zbidr zbioréw: zbior ztozony ze wszystkich jego podzbiordw (w tym: zbioru
pustego i zbioru petnego, czyli po prostu samego zbioru wyjsciowego), zwa-
ny zbiorem potggowym'’. Rowniez do niego mozemy zastosowac t¢ sama
»recepte” 1 utworzy¢ jego zbior potggowy. I tak — ad infinitum: otrzymujemy
nieskonczony ciag zbiorow. Mozna dowies¢, ze kazdy ze zbiorow w tym ciagu
jest —w pewnym dobrze sprecyzowanym sensie (pojgcie rownolicznos$ci jest
tu kluczowe) — wigkszy od poprzedniego. Jesli zbior wyjsciowy byt skonczo-
ny, to kazdy nastgpny w tym ciagu — cho¢ wigkszy od poprzednich — takze jest
skonczony. Jesli zas zaczniemy od razu od zbioru nieskonczonego, powiedz-
my — od zbioru wszystkich liczb naturalnych, to otrzymamy nieskonczony
ciag zbiorow ,,coraz bardziej nieskonczonych”. Okazuje si¢ wigc, ze istnieje
nieskonczenie wiele coraz wigkszych nieskonczonosci. Odnoszac si¢ do tego
odkrycia, wielki matematyk niemiecki David Hilbert stwierdzit: ,,Z raju, ktory

17 Nazwa ,,zbior potegowy” wiaze si¢ z faktem, ze zbior skonczony, sktadajacy si¢ z n elemen-
tow ma doktadnie 2" podzbiorow.
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stworzyl nam Cantor, nikomu nie wolno nas wypedzi¢”'®. Chociaz zapewne
nie dla wszystkich matematykdow jest to raj (by¢ moze dla niektorych to nawet
piekto), osobiscie przychylam si¢ do opinii Hilberta. Dlatego tez uwazam
pojecie rownolicznosci zbioru, bez ktorego nie mieliby$Smy dostgpu do ,,raju
Cantora”, za pigkne pojecie: w istocie proste, a jednoczesnie prowadzace
do bardzo zaskakujacych (moze nawet przyprawiajacych o ,,zawrdt glowy™)
konsekwencji. Mam natomiast pewne watpliwosci co do jego doniostosci: ,,raj
Cantora” wydaje si¢ (prawie pottora wieku po jego odkryciu) pieckng, a moze
nawet niezwykle pigkna, lecz jednak izolowang ,,wyspa”. Swa doniostoscia,
a zwlaszcza réznorodnoscig zastosowan, pojgcie rownolicznosci zbiordw,
cho¢ niewatpliwe wazne, nie moze si¢ — jak dotad — rdwnac na przyktad
Z pojeciem symetrii.

PIEKNO OBIEKTOW MATEMATYCZNYCH

Natknawszy si¢ na ,,raj Cantora” — éw $wiat peten egzotycznych obiek-
tow — chciatbym poswigci¢ nieco uwagi pigknu obiektow matematycznych.
(W odniesieniu do niektorych elementéw matematyki wolg uzywaé terminu
,»pojecie matematyczne”, w odniesieniu do innych ,,obiekt matematyczny”.
Sadzg, ze u zrodet tych preferencji leza pewne intuicje zblizone do tych, ktore
pozwalaja moéwi¢ w metamatematyce o teorii matematycznej i o jej modelu
badz modelach. Powazna proba zastosowania tego rozroznienia wymagataby
podj¢cia problemoéw daleko wykraczajacych poza obszar estetyki matematyki.
Muszg si¢ wige ograniczy¢ do intuicji).

Zacznijmy od uwagi wykraczajacej poza estetyke matematyki — uwagi
nalezacej do najbardziej tradycyjnego obszaru estetyki, czyli do sztuki. Jak
sadze, jedna z jakosci estetycznie doniostych w sztuce (zwlaszcza wspot-
czesnej, a szczegdlnie w malarstwie) jest egzotyka. Zamiast przeprowadzad
ogolne rozwazania'®, odwotam si¢ do konkretnego przyktadu. W malarstwie
dwudziestego wieku egzotyczny $wiat wykreowat Salwador Dali. Zapew-
ne dokonanie takie mozna przypisac 1 innym artystom, lecz to on uchodzi
— moim zdaniem niebezpodstawnie — za jednego z najwigkszych malarzy
dwudziestowiecznych. Dlaczego? Otoz, po pierwsze, niezaleznie od tego,
co sadzimy o tresci jego obrazow, nie sposob odmowi¢ mu rzemieslniczej
sprawnosci — technicznego mistrzostwa. Po drugie, egzotyka jego malarstwa
nie jest ,,nachalna”: wystarczy kilka niewielkich modyfikacji znanego nam,

B D.Hilbert, O nieskonczonosci, ttum. R. Murawski, w: Filozofia matematyki. Wybor tek-
stow klasycznych, red. R. Murawski, Wydawnictwo UAM, Poznan 1986, s. 296.
19 Zob.np. A. Banach, O potrzebie egzotyzmu, Wydawnictwo Literackie, Krakow 1980.
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,haturalnego” swiata (ukazanie powyginanych zegardw czy plonacej zyrafy),
by uzyskaé swiat ,,egzotyczny”. Po trzecie, przedstawienie owego ,,egzo-
tycznego” $wiata nie jest (wylacznie) celem samym w sobie, lecz sposobem
powiedzenia czegos by¢ moze istotnego takze o ,,naszym” swiecie.

Wréémy do matematyki. Pod koniec dziewigtnastego wieku zaczely si¢
w niej pojawiac obiekty, ktore zastugujq — jak sadz¢ — na miano ,,egzotycznych”.
Wskazg na dwa z nich. Pierwszy to w istocie nie jeden obiekt, ale (nieskoniczony)
zbior obiektow. Wszystkie jego elementy maja wszakze jedng wspdlna funda-
mentalng ceche, ktdra czyni je obiektami egzotycznymi (i z punktu widzenia
tradycyjnej matematyki, i z punktu widzenia intuicji). Jest to zbidr funkcji cia-
ghlych (okreslonych na zbiorze liczb rzeczywistych), ktore nie majq pochodne;j
w zadnym punkcie. Nie chcac postugiwac si¢ definicjami formalnymi, odwoltam
si¢ do intuicji geometrycznych: Funkcja ciagla to funkcja, ktérej wykres nie
ma ,,luk” (,,skokdw”) i mozna — jak by si¢ wydawato — narysowac go jednym
(ciaglym wiasnie) ruchem. Funkcja ciagta (i tylko ciagta) ma w pewnym punk-
cie pochodna, jesli jej wykres ma w tym punkcie styczna (prosta lezaca ,,bar-
dzo blisko” krzywej w pewnym otoczeniu danego punktu). Nietrudno poda¢
przyktady funkcji ciagtych niemajacych w pewnym punkcie pochodnej (stycz-
nej). Najprostszym i najbardziej intuicyjnym przyktadem jest funkcja ,,wartos¢
bezwzgledna” (y = [x|)*. Nietrudno zauwazy¢, ze funkcja ta nie ma pochodne;j
(stycznej) w punkcie zero?'. Wychodzac od tego przyktadu, tatwo narysowac
funkcje, ktora miataby dowolng (lecz skonczong) liczbg takich punktéw (zwa-
nych punktami nier6zniczkowalnosci). Nieco tylko trudniejsze — cho¢ w dalszym
ciagu raczej zgodne z intuicja — byloby skonstruowanie funkcji o nieskonczonej
liczbie takich punktow (jak ,,nieskonczona pita™). Zaskakujacym odkryciem
wielkiego niemieckiego matematyka Karla Weierstrassa (warto doda¢, ze pod
kierunkiem jednego z jego ucznidéw, Lea Koenigsbergera, doktorat z matematyki
napisat Edmund Husserl, ktory sam rowniez nalezal do uczniow Weierstrassa)
byta funkcja ciagla, niemajaca pochodnej (stycznej) w zadnym (sic!) punkcie.
Interesujaca — zwlaszcza dla filozoféw — tego konsekwencja wydaje si¢ fakt, ze
jest to funkcja ciagla dobrze (precyzyjnie, jednoznacznie) zdefiniowana, lecz
graficznie niereprezentowalna, czyli — inaczej méwiac — nie posiada ona wy-
kresu. Dodajmy, ze ma ona wzglgdnie prosta (cho¢ bynajmniej nietrywialna)
konstrukcje?. Chociaz funkcja ta jest niewatpliwie egzotycznym obiektem ma-
tematycznym, jej pigkno nie ogranicza si¢ do egzotyki (i konstrukcji). Zwiazane

20 Przypomnijmy: |x| = x dla x nieujemnych i |x] = —x dla x ujemnych. Wykres tej funkcji sktada
si¢ z dwdch potprostych stykajacych si¢ w punkcie x=0, w ktérym tworza one ,,0strze”.

2 Jezeli funkcja ma w danym punkcie styczna, to z definicji ma ona styczna lewostronna i pra-
wostronng i sa one sobie rowne. Tymczasem omawiana funkcja wprawdzie ma w punkcie zero obie
styczne (lewo- i prawostronng), ale sg one rozne, a wigc styczna sensu stricto nie istnieje.

2 Jej omdwienie zajetoby niestety zbyt wiele miejsca.
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jest ono rowniez — a moze przede wszystkim — z rola, jaka funkcja owa odgrywa
w pojmowaniu ,,$wiata” funkcji. Mozna by powiedzie¢, ze pozwala ona wysub-
telni¢ nasze rozumienie jednego z najwazniejszych poje¢ matematyki (a takze
fizyki czy filozofii), jakim jest pojecie ciagltosci. Jesli dodamy, ze — jak si¢ pdzniej
okazato — funkcji tego rodzaju jest ,,bardzo duzo” (w dajacym si¢ precyzyjnie
okresli¢ sensie: jest ich wigcej niz funkcji ,,porzadnych”, czyli zgodnych z nasza
intuicjg), to dostrzezemy doniosto$¢ odkrycia Weierstrassa.

Chciatbym réwniez wspomnie¢ o cieckawym obiekcie, jakim jest tak zwa-
na krzywa Peana. Ogolna definicja krzywej — podana przez Camille’a Jordana
— okresla ja jako ciagly obraz odcinka [0,1]. Okazuje sig, ze istnieje krzywa
(odkryta przez Giuseppego Peana), ktéra wypeinia doktadnie kwadrat (jednost-
kowy). Uznanie, ze obiekt dwuwymiarowy, kwadrat, to krzywa, jest niezgodne
z intuicja, definicja Jordana wydaje si¢ natomiast intuicyjna. Znajomos¢ krzy-
wej Peana pomaga wigc wysubtelni¢ naszg intuicj¢ geometryczng.

Przypomnijmy tez ciekawy (i do$¢ szeroko znany poza obszarem mate-
matyki) obiekt, jakim jest tak zwana wstgga Mobiusa, ktdrg scharakteryzo-
waé mozna jako powierzchnig jednostronna, czyli majaca tylko jedna strong.
Oprocz wielu whasciwosci, ktdrych opis wymagatby wprowadzenia aparatu
formalnego, obiekt ten posiada interesujace cechy, ktore mozna scharaktery-
zowac w sposob intuicyjny. Przyktadowo: rozcigecie wstegi wzdhuz krzywe;j
dzielacej jej powierzchni¢ na dwie czgsci powoduje nie — jak mozna bytoby
si¢ spodziewac — jej rozpad na dwa ,.kawaltki”, lecz jej wydtuzenie i prze-
ksztalcenie w powierzchni¢ dwustronng (co mozna sprawdzi¢ empirycznie
— za pomocg nozyczek!). Nieco podobny do wstggi Mobiusa obiekt stanowi
tak zwana butelka Kleina. Jej krotka charakterystyka nie jest jednak mozliwa,
ogranicze si¢ wigc do tej krdotkiej wzmianki majacej zasugerowac, ze wstgga
Mobiusa to tylko jeden z wielu ,,egzotycznych” obiektow geometrycznych
(prawdopodobnie najprostszy).

Fragment poswigcony pigknu obiektow matematycznych pragne zakon-
czy¢ kilkoma uwagami na temat fraktali. Jednym z powoddow, ktére sktonity
mnie do tego, sa stowa Jacka Kuderowicza, autora (ze wzgledu na cytowang
tu jego wypowiedz warto moze doda¢, ze byl on profesorem na Wydziale
Elektroniki Politechniki Warszawskiej) znanego polskiego podrgcznika po-
Swieconego teorii tych obiektow: ,,Czgsto stawiane jest pytanie, do czego
shuza fraktale i dlaczego tak duzo ludzi na swiecie zajmuje si¢ tym tematem.
Przypuszczalnie najwazniejszym [sic! — W.C.] powodem jest to, ze niektdre
fraktale sa bardzo tadne i sprawiajg wiele radosci tym, ktérzy je odkrywaja,
i tym, ktorzy ogladaja”™. (Nieco dalej czytamy jednak: ,,Podstawowe proble-

2 J.Kudrewicz, Fraktale i chaos, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne Warszawa 1993,
s. 19.
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my geometrycznej teorii rownan rozniczkowych opisujacych zjawiska przy-
rodnicze nie dadzg si¢ rozwigzac¢ bez fraktali”**). Poczynig¢ najpierw dwie
uwagi historyczne.

Po pierwsze, gldownym tworca teorii fraktali byl Benoit Mandelbrot. Czy
czul si¢ Polakiem — nie wiem (dostgpne mi zrddta nic na ten temat nie moéwia),
ale faktem jest, ze urodzit si¢ w Warszawie 1 tu spedzit pierwszych dwanascie
lat swego zycia. Po drugie, jeden z pierwszych przyktadoéw fraktali, uznawany
dzisiaj za klasyczny, stanowi — odkryty w roku 1915 (a wigc ponad pot wieku
przed powstaniem teorii fraktali) — dywan Sierpinskiego (nazwany tak na
czes¢ jego odkrywcy, Wactawa Sierpinskiego — jednego z najwybitniejszych
polskich matematykéw). Po trzecie, fraktale sa szczegdlnie interesujagcym
obiektem z punktu widzenia problematyki podj¢tej w niniejszym tekscie:
mozna albo, abstrahujac od ich matematycznej natury, traktowac je jako sui
generis dziela sztuki, albo skupi¢ si¢ na ich matematycznej istocie. Mozna
jednak rowniez — i takie stanowisko jest mi najblizsze — traktowac oba po-
dejscia jako komplementarne, uznajac owg komplementarnos¢ za dodatkowy
,sktadnik™ estetycznej wartosci fraktali.

Najbardziej bodaj znanym fraktalem jest tak zwany zbior Mandelbrota®.
Jego wizualne reprezentacje sa — moim zdaniem — pigkne w tym doktadnie
sensie, w jakim pigkne sa na przyktad obrazy Pieta Mondriana czy Paula Klee.
Powiedzialbym nawet (z pelna §wiadomoscia glteboko subiektywnego charak-
teru tej deklaracji), ze sq one pigkniejsze od wielu dziet wybitnych artystow
(zwtlaszcza tych zaliczanych do abstrakcjonistow), a fakt, ze reprezentacje
te powstaja za pomoca komputera, nie zas pedzla, jest mato istotny. Gdyby
nawet o fraktalu nie mozna bylo nic wigcej powiedzie¢, to i tak jego odkrycie
byloby waznym wydarzeniem w historii kultury. A przeciez jest to obiekt
niezwykle pigkny rdwniez z czysto matematycznego punktu widzenia. Oto, co
mowi o nim Roger Penrose: ,,Co to za dziwny, zmienny 1 cudownie skompli-
kowany $wiat, ktory niespodziewanie odkryliSmy? [...] Jest to obiekt ze sfery
matematyki czystej [...] Bez watpienia jest on niezwykle skomplikowany,
a mimo to mozna go wygenerowa¢ za pomocg bardzo prostej reguty!”** Co
jeszcze mozna byloby tu o nim powiedzie¢? — Przede wszystkim to, ze w jego
definicji podstawowa rolg odgrywaja liczby zespolone (ktore pojawity sig juz

24 Tamze.

% Na poswigconej mu stronie angloj¢zycznej Wikipedii (zob. hasto ,,Mandelbrot set”, Wiki-
pedia, https://en.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot _set) poza bardzo dobrym i szczegélowym omo-
wieniem roznorodnych wiasnosci zbioru Mandelbrota mozna znalez¢ wiele (znaczenie wigcej niz
na stronie polskiej) ilustracji pokazujacych rozne fragmenty tego zbioru, ktory — z uwagi na swa
matematyczng strukturg — nie jest w catosci reprezentowalny wizualnie.

% Penrose, Nowy umysi cesarza, s. 99. Uwagi matematyczne na temat konstrukcji zbioru
Mandelbrota por. tamze, s. 113-116.
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na poczatku tego tekstu: i> = —1). A takze to, ze struktura zbioru Mandelbrota
jest pigkna ilustracja pojgcia nieskonczonosci (im bardziej zaglgbiamy si¢
w ten zbior — a mozemy wchodzi¢ wen coraz gigbiej i1 gigbiej — tym bardziej
skomplikowana rzeczywisto$¢ napotykamy). Nie od rzeczy bedzie tez zauwa-
zy¢, ze samo odkrycie zbioru Mandelbrota zwigzane jest z wykorzystaniem
komputerow, ktére odegraly tez wazng rol¢g w ich badaniu. Zakonczmy te
uwagi, podkreslajac (migdzy innymi za Kudrewiczem), ze fraktale — pigkne
1 wizualnie, 1 matematycznie — sa tez waznym narz¢dziem badania przyrody.
Myslg, ze nic to nie ujmuje ich pigknu: przeciwnie — pigkno to wzbogaca.

PIEKNO DOWODOW

Przejdzmy teraz do innego aspektu pickna matematyki. Zacznijmy od
obserwacji historycznej. Chociaz posiadamy juz duza wiedz¢ o matematyce
babilonskiej czy egipskiej, to jednak za ojcoOw naszej (europejskiej) matema-
tyki uwazamy Talesa i Pitagorasa. Dlaczego? — Dlatego, iz uwazamy, ze to za
ich migdzy innymi sprawa dokonata si¢ w matematyce glgboka rewolucja. In-
teresujacy i prosta jej charakterystyke sformutowal wybitny rosyjski matema-
tyk Igor Szafarewicz: ,,Jesli patrzymy na ten decydujacy moment w dziejach
logiki, moment, kiedy zrobita ona pierwszy krok i kiedy zaistniata podstawa,
na ktorej si¢ opiera — mam na mysli dowdd logiczny — to widzimy, ze stato
si¢ to z materiatem, ktéry w istocie wykluczal sama mozliwos¢ praktycznych
zastosowan. Pierwsze twierdzenia Talesa z Miletu, jak na przyklad to, ze
srednica dzieli koto na dwie rowne czgsci, byly stwierdzeniami oczywistymi
dla kazdego rozsadnego cztowieka. Geniusz [sic! —W.C.] byl potrzebny nie
na to, by przekonywac o prawdziwosci takich stwierdzen, ale na to, by pojac,
ze potrzebuja one dowoddw. Praktyczna wartos¢ takich odkry¢ jest oczywi-
Scie zerowa””’. Mozna byloby powiedzie¢ — z niewielka tylko przesada — ze
najistotniejszym sktadnikiem europejskiej matematyki jest dowad (tak zwana
hipoteza Riemanna — jakkolwiek fascynujaca i doniosta — nie jest twierdze-
niem matematycznym, poniewaz jej nie udowodniono). W ksigzce, w ktdrej
zebrano rézne ciekawe dowody matematyczne, czytamy: ,,Paul Erd6s? lubit
moéwié o Ksiedze, w ktérej Bog gromadzi doskonate [sic! — W.C.] dowody
twierdzen matematycznych; wszak, jak glosit Godfrey H. Hardy, «nie ma na
swiecie miejsca dla brzydkiej matematyki». Erd6s mawiat tez, ze nikt nie

7 Cyt.za:Davies,Hersch,dz cyt.,s. 54n.

28 Paul Erd6s (1913-1996), Wegier, to jeden z najwigkszych matematykow dwudziestego wie-
ku. Tak zwana liczba Erddsa stanowi swego rodzaju miar¢ pozycji matematyka w matematycznej
spotecznosci (im liczba ta jest mniejsza, tym lepiej).
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musi wierzy¢ w Boga, ale kazdy, kto jest matematykiem, powinien wierzy¢
w istnienie Ksiggi”®. By na konkretnym przyktadzie pokaza¢ doniostosé
miejsca, jakie w obrebie ,,$wiata matematyki” zajmujq dowody, zauwazmy,
ze przedstawiono kilkadziesiat réznych dowoddéw waznego twierdzenia z za-
kresu algebry, zwanego niekiedy zasadniczym albo podstawowym (zgodnie
z ktorym kazde rownanie algebraiczne o wspotczynnikach rzeczywistych ma
co najmniej jeden pierwiastek bedacy liczba zespolona). Mysle, ze mozna
zaryzykowac hipotez¢ — chociaz jej weryfikacja wymagataby trudnych badan
historycznomatematycznych — iz jednym z motywow poszukiwania nowych
dowodow twierdzen, w ktérych prawdziwos¢ nikt juz nie watpi, jest pragnie-
nie znalezienia dowodow tadniejszych (matematycy czesciej chyba mowia:
bardziej eleganckich) niz dotychczas znane.

Dyskusja nad estetyczng wartoscia dowoddéw matematycznych bytaby
(znacznie?) trudniejsza niz nad kwestig pigkna wzoréw czy obiektoéw mate-
matycznych. Ograniczg si¢ wigc do przytoczenia uwag Hardy’ego, wybitnego
matematyka angielskiego, ktory byl szczegdlnie wrazliwy na estetyczna stro-
n¢ matematyki: ,,Wzorce bedace dzielem matematyka, podobnie jak wzorce
malarza lub poety, musza by¢ piekne; idee, tak jak barwy czy stowa, musza
pasowac do siebie w harmonijny sposob. Pigkno jest pierwszym sprawdzia-
nem: na §wiecie nie ma miejsca dla brzydkiej [sic! — W.C.] matematyki’*.
Jako przyktad picknego dowodu mozna zatem przytoczyé dowod najstarszego
twierdzenia teorii liczb, zgodnie z ktorym liczb pierwszych jest nieskonczenie
wiele. Zaktada si¢, ze — przeciwnie — liczb pierwszych jest skonczenie wiele,
a zatem mozna utworzyc¢ ich iloczyn. Jesli doda¢ do niego liczbe 1, to otrzyma
si¢ liczbe, ktdra jest albo pierwsza, albo ztozona. Pierwsza ewentualnos¢ jest
—na mocy przyjetego zatozenia — niemozliwa. Liczba ta musiataby by¢ zatem
liczbg ztozona, a wiec podzielna przez jakas liczbg pierwsza. Nie mozna jej
jednak podzieli¢ przez zadna z uzytych w jej definicji liczb. Tak wigc zdefinio-
walismy liczbe, ktora nie moze by¢ ani pierwsza, ani ztlozona. Musimy wigc
odrzuci¢ przestanke, ktdra doprowadzita nas do tego wniosku. To klasyczny
dowod przez sprowadzenie do sprzecznosci: ,,Reductio ad absurdum, tak lu-
biane przez Euklidesa, jest jedna z najdoskonalszych broni matematyka. To
gambit o wiele wspanialszy niz jakikolwiek gambit szachowy: szachista moze
poswigcic¢ pionek badz nawet figurg, a matematyk poswigca calg parti¢”™!. Ten
sam charakter ma omawiany przez Hardy’ego dowdd twierdzenia o niewy-

¥ M.Aigner,GM.Ziegler, Dowody z Ksiegi, thum. P. Strzelecki, Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa 2002, s. 7.

3 GH. H ardy, Apologia matematyki, thum. M. Ferdyszak, Proszynski i S-ka, Warsza-
wa 1997, s. 63.

31 Tamze, s. 69.
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miernos$ci pierwiastka z dwoch*’: zaktada sig, ze pierwiastek ten jest rowny
pewnemu utamkowi, co do ktérego mozemy rzecz jasna zatozy¢, ze jest nie-
skracalny?’. Proste arytmetyczne przeksztatcenia tej rownosci prowadza do
wniosku, ze 1 licznik, 1 mianownik utamka sa podzielnie przez dwa, a wigc
utamek jest — wbrew wyjsciowemu zalozeniu — skracalny. Wydaje si¢, ze oba
omowione tu dowody spetniajg jednoczesnie dwa kryteria: sg proste (w tym
sensie, ze dla zrozumienia kolejnych krokdw wystarczy bardzo elementarna
wiedza matematyczna — i to wykorzystywana w prosty sposdb: w obu przy-
padkach liczba krokow jest niewielka), a jednoczesnie — jak to matematycy
lubia méwi¢ — nietrywialne (w punkcie wyjscia potrzebny jest jakis pomyst,
ktoéry bynajmniej sam si¢ nie narzuca — zwlaszcza w przypadku twierdzenia
o liczbach pierwszych). Potaczenie prostoty i nietrywialnosci pozwala uznaé
oba dowody za pigkne.

Mowiac o pigknie dowodoéw matematycznych parg stow warto moze po-
wiedzie¢ o dowodach — brzydkich. Przykladem takiego dowodu jest chyba
dowod tak zwanego twierdzenia o czterech barwach. Jego intuicyjny sens jest
bardzo prosty: dla pokolorowania ,,mapy polityczne;j” (takiej, na ktérej zadne
dwa ,.kraje” nie stykaja si¢ w jednym punkcie, lecz ich granica jest krzywa
— cho¢by bardzo krotka) w taki sposdb, aby zadne dwa graniczace ze sobg
,Kraje” nie byty pokolorowane tak samo — wystarcza cztery kolory. Twier-
dzenie zrozumiate (cho¢ bynajmniej nieoczywiste: rownie dobrze — z intu-
icyjnego punktu widzenia — minimalna liczba koloréw moglaby wynosic¢ pigeé
albo siedemnascie, albo...), cieckawe, cho¢ nieposiadajace dalekosieznych
konsekwencji. Jego dowod nie opierat si¢ jednak na zadnej ,,idei” czy ,,pomy-
sle”, lecz polegat na zbadaniu (za pomocq komputera) tysiaca dziewigciuset
trzydziestu szesciu przypadkéw szczegolnych. To potaczenie umiarkowanej
doniostosci samego twierdzenia z (wzgledna rzecz jasna) trywialnoscia jego
dowodu — sprawia, ze dowod ten zastuguje na miano brzydkiego.

PIEKNO ROZWOJU MATEMATYKI

Sprébujmy, wychodzac od analizy roli i estetycznych waloréw dowodow
matematycznych, zrobi¢ krok kolejny. Sprébujmy zastanowic si¢ nad este-
tycznymi walorami matematyki jako catosci. Powiedzialbym, ze jest to krok
naturalny: wszak to dowody (do pewnego stopnia takze — analogiczne do nich
— definicje poje¢ matematycznych) spajaja twierdzenia matematyczne w ca-

32 Przez wielu historykow twierdzenie to (i jego dowdd) uwazane jest za zrodlo pierwszego
kryzysu w dziejach matematyki.
3 Jak pamigtamy, kazdy utamek moze zosta¢ zapisany w postaci utamka nieskracalnego.
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tos¢. Mozna bytoby powiedzie¢, ze matematyka jest swego rodzaju ,,struktura
architektoniczng”, niczym Sagrada Familia Gaudiego nieukonczona, lecz tak
jak barcelonska bazylika — pigkna.

Mysle tez, ze méwiac o pigknie matematyki, mozna bytoby postuzy¢ si¢
takze metaforg muzyczna i porownac histori¢ matematyki do, powiedzmy, sym-
fonii (cho¢ osobliwej — historia muzyki takiej nie zna — pozbawione;j finatu,
o rosnacej liczbie czgsci). Postugujac si¢ ta metafora, pragng zasugerowacé, ze
rozwdj matematyki nie jest procesem chaotycznym, lecz charakteryzuje go
wewngtrzna logika — logika, ktora sama jest tez pigkna. Nie potrafi¢ w tej chwili
dokona¢ wystarczajaco systematycznej analizy tej logiki i jej pigkna. Musze
ograniczy¢ si¢ do zasugerowania kierunku takiej analizy poprzez wskazanie
kilku kluczowych momentow tego procesu. O pierwszym — odkryciu idei do-
wodu matematycznego — pisat (cytowany wyzej) Szafarewicz. Drugi stanowito
ogloszenie Elementow Euklidesa — pierwszego systemu dedukcyjnego. Trzeci
— zainicjowane przez Kartezjusza dokonanie syntezy algebry i geometrii (stwo-
rzenie geometrii analitycznej). Czwarty zas 1 by¢ moze jak dotad najwazniejszy
— powstanie teorii mnogosci (odkrycie ,,raju Cantora”). Chociaz wewngtrzne
pigkno teorii mnogosci jest kontrowersyjne, ukazata ona, ze wszystkie pojecia
matematyczne daja si¢ zdefiniowac za pomoca ogdlnego pojecia zbioru oraz
pojecia zbioru pustego. Oczywiscie wykorzystanie tej mozliwosci w codziennej
praktyce matematycznej bytoby niestychanie ktopotliwe. Dzigki teorii mnogo-
sci mozna jednak spojrze¢ na matematyke tak, jak spoglada si¢ na Warszawe
z najwyzszego pigtra Patacu Kultury czy na Paryz z wiezy Eiffla — a wlasnie
takie spojrzenie pozwala doswiadczy¢ pigkna miasta jako struktury urbani-
stycznej (dopehiajac przezycia estetyczne, ktorych dostarczaja nam katedry
1 palace, parki i kr¢te uliczki). Jednym z waznych — cho¢ bardziej ,,lokalnych”
niz powstanie teorii mnogosci — wydarzen bylo stworzenie analizy funkcjonal-
nej, w ktorym kluczowa rolg odegrat genialny polski matematyk Stefan Banach.
Analiza funkcjonalna pozwolita spojrze¢ na wiele roznych specjalistycznych
dziatow matematyki jako zastosowan (czy wrecz ilustracji) jednej teorii.

Rozpoczeglismy od pigkna wzorow matematycznych, konczymy na pigknie
rozwoju matematyki. Doszlismy zatem do kresu drogi. Chcac dalej wedrowac,
musieliby$my si¢ cofnaé i uwazniej przyjrzec si¢ temu, co napotkaliSmy po
drodze. Jest to jednak zadanie na inna okazj¢.

Na zakonczenie dodajmy jeszcze kilka stéw o drodze w pewnym sensie
»~rownolegtej” do tej, do ktorej kresu wlasnie dotarliSmy: nie istnieje (o ile mi
wiadomo) wyodrgbniona dyscyplina, ktora nositaby nazwe ,,estetyka matema-
tyki”. Nie znaczy to, ze aspekty estetyczne matematyki nie byly zauwazane.
Juz Arystoteles pisat: ,,Poniewaz dobro i pigkno ro6znig si¢ (bo pierwsze wy-
stegpuje w dziataniu, a drugie, pigkno, znajduje si¢ takze w bytach nierucho-
mych), wobec tego ci filozofowie, ktorzy twierdza, za nauki matematyczne
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nic nie mowia ani o pigknie, ani o dobru, sa w bledzie. Nauki te moéwiag wiele
o jednym i drugim i ujawniajq je; jezeli nie wymieniajg ich wyraZnie, ale
wykazuja ich skutki i definicje, to nie mozna twierdzi¢, ze niczego o nich
nie méwia. Glownymi formami pigkna sg porzadek, symetria 1 wyrazistosc,
czym odznaczaja si¢ szczegdlnie nauki matematyczne. Poniewaz zas$ te formy
(mianowicie porzadek i wyrazistos¢) sa przyczynami wielu nastgpstw, jest
przeto jasne, ze nauki te musza rowniez omawiac, jako przyczyng pewnego
rodzaju, przyczyng, o ktorej mowimy, mianowicie pigkno**. Z pewnoscia,
rozwijajac estetyk¢ matematyki, warto bytoby wydoby¢ z dziet filozofow
1 matematykOw rozproszone rozwazania o pigknie w matematyce. Ale to juz
zadanie do podjgcia w innym tekscie.

O MATEMATYCE PIEKNA

Jak prébowalem pokazaé, matematyka rozumiana autonomicznie (gdy
abstrahuje si¢ od jej zastosowan) charakteryzuje si¢ wielorakim wewngtrz-
nym pigknem. Wszelako wielorakos$¢ zastosowan matematyki takze uwa-
zam za ,,sktadnik” jej pigkna. By¢ moze wystepuje tu analogia z malarstwem
przedstawiajacym, a w szczego6lnosci portretowym czy krajobrazowym, albo
— z tak zwang muzyka programowgq (zbadanie tego przypuszczania wyma-
gatoby osobnego tekstu). Niektore z zastosowan matematyki (na przyktad
liczb w rozmaitych rachunkach) sa do$¢ oczywiste, banalne — w niewielkim
stopniu zatem pigkne (cho¢ przeciez trudno byloby powiedzie¢, ze brzyd-
kie). Spotykamy tez zastosowania fascynujace, przede wszystkim w fizyce
(na przyktad zastosowania liczb zespolonych). Pigkno fizyki i jego relacje
z pigknem matematyki to zagadnienie i obszerne, i trudne, nie sposob wigc
podejmowac go tu w bardziej systematyczny sposob®. Cheialbym jednak chod
wspomnie¢ o dwoch wielkich fizykach: Albercie Einsteinie i Paulu A.M. Dira-
cu, ktérzy pigknu teorii matematycznych przypisywali szczegoélnie doniosta
rolg w tworzeniu na ich podstawie teorii fizycznych.

* Arystoteles, Metafizyka, ks. 111, 1078 a 52-1078 b 4, ttum. K. Le$niak, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 2009, s. 233. Por. tez: R. M ur a w s k i, Filozofia matematyki. Zarys
dziejow, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1995, s. 29.

5 Interesujace rozwazania na ten temat znalez¢ mozna w zbiorze esejow wielkiego hinduskie-
go astrofizyka Subrahmanyana Chandrasekhara (zob. S. Chandrasekhar, Prawda i pickno.
Estetyka i motywacja w nauce, thum. P. Amsterdamski, Prészynski i S-ka, Warszawa 1999). Na
szczegdlng uwage zastuguja eseje Pigkno i dazenie do piekna w nauce (zob. tamze, s. 97-116) oraz
Estetyczne podstawy ogdlnej teorii wzglednosci (zob. tamze, s. 207-239).

% Wnikliwa analize¢ pogladow epistemologicznych obu wielkich fizykow przedstawit Andrzej
Staruszkiewicz (zob. A. Staruszkiewic z, Filozofia fizyki teoretycznej Einsteina i Diraca,
,»Przestrzenie Teorii” 2002, nr 1, s. 149-160).
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Zamierzam w tym miejscu skupi¢ si¢ na glgboko nietrywialnym zasto-
sowaniu matematyki, ktére bezposrednio wigze si¢ z tematem tego artykutu.
Mam na mysli wykorzystanie matematyki w badaniach nad sztuka, czyli dzie-
dzing kultury, ktérej zwiazki z pigknem sg najoczywistsze, a takze najczesciej
— 1 od dawna — badane. Mowiac doktadniej, zamierzam skupi¢ si¢ na bada-
niach nad tak zwanymi sztukami pigknymi (plastycznymi, wizualnymi).

Odkrycie zwiazkow migdzy matematyka a sztuka mozemy przypisac pita-
gorejczykom, ktorzy zajmowali si¢ muzyka, nie za$ na przyktad malarstwem.
Sadzg¢ jednak, ze zwiazki migdzy matematyka a muzyka nie sa tak glebokie
1 interesujace, jak te, ktore tacza matematyke ze sztukami wizualnymi. Po-
dejmowano rowniez proby zastosowania matematyki w badaniach literaturo-
znawczych, ale nie przyniosty one — jak si¢ wydaje — szczegdlnie frapujacych
rezultatow (odpowiedz na pytanie o przyczyny tego stanu rzeczy wymagataby
zapewne szerszych badan).

Dos¢ oczywisty, a zarazem wazny pozostaje fakt, ze matematyka i sztu-
ki plastyczne maja wspdlny przedmiot: przestrzen, chociaz w inny sposob
podchodza do jego opisu i analizy, co innego jest ich celem. Niemniej jednak
wspolnota przedmiotu zainteresowania nie wydaje si¢ sprawg blaha.

Systematyczna analiza zwiazkow migdzy matematyka a sztukami pigkny-
mi mogtaby by¢ przedmiotem obszernej ksiazki*’. Z konieczno$ci ogranicze
si¢ do kilku wybranych przyktadow.

Rozpoczng od problematyki ornamentu, odwotujac si¢ przede wszyst-
kim do ksiagzki wybitnego polskiego matematyka Stanistawa Jaskowskiego®.
Przede wszystkim nalezy podkresli¢, ze ornamenty*’, ktérym jest poswigcona,
stanowig niewatpliwie jeden z najstarszych przejawow ludzkiej twdrczosci
artystycznej, poczatkowo $cisle zwiazanej z potrzebami zycia codzienne-
go (zdobiono wszak najrozmaitsze przedmioty uzytkowe), ale swiadczacej
o obecnosci — cho¢by w zalazkowej postaci — potrzeb innych niz te, ktérych
zroédtem sa wymogi biologicznego przetrwania i reprodukcji. Ornamenty
w szerokim rozumieniu do dzi$ petnig wazna funkcj¢ w sztuce — zwlaszcza
uzytkowej. W matematyce opisujacej ornamenty kluczowa rolg odgrywa nie-
zwykle glebokie (i pigkne) pojecie symetrii. ,,Pojecie symetrii — stwierdza
Jaskowski — ma podstawowe znaczenie w matematyce ornamentu i ulega
wyraznej przemianie, otrzymujac z biegiem czasu coraz szersze znaczenie.

37 Szerzej na temat wybranych aspektow tej relacji zob. M.C. G h y k a, Zlota liczba. Rytualy
i rytmy pitagorejskie w rozwoju cywilizacji zachodniej, thum. 1. Kania, Universitas, Krakow 2014.

¥ Zob. S.Ja sk ow s ki, Matematyka ornamentu, PWN, Warszawa 1957.

¥ Istotnym — a by¢ moze najwazniejszym — uzupetnieniem matematycznych badan nad orna-
mentami sg analizy wybitnego historyka sztuki Ernsta H. Gomrbicha (zob. E. H. Gombrich,
Zmyst porzadku. O psychologii sztuki dekoracyjnej, thum. D. Folga-Januszewska, Universitas, Kra-
kow 2009).
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Postep w matematyce ornamentu, dokonany w koncu XIX i pierwszej polowie
XX wieku [sic! — W.C.] wiaze si¢ $cisle z uogdlnieniem znaczenia wyrazu
«symetrian”¥, Symetrie (w szczegolnosci symetrie ornamentdw) opisujemy
za pomocg obiektow algebraicznych zwanych grupami. Jak si¢ okazuje dzigki
matematyce, istnieje doktadnie siedemnascie takich grup (czyli, swobodnie
rzecz ujmujac, siedemnascie typow ornamentdw; oczywiscie moéwiac o ty-
pie ornamentu, mamy na mysli jego fundamentalne aspekty geometryczne,
abstrahujemy na przyktad od barwy figur geometrycznych tworzacych orna-
menty). Badania historykow sztuki wskazuja z kolei, ze wszystkie siedemna-
Scie typow znanych bylo juz starozytnym Egipcjanom — mozna je odnalez¢
w zachowanych zabytkach. ,,Fakt ten — zdaniem szwedzkiego matematyka
Larsa Gardinga — $wiadczy o tym, ze cztowiek posiada bardzo wyrobiong
intuicyjng zdolnos¢ postrzegania symetrii. Niektdrzy autorzy chca widzie¢ we
wczesnym odkryciu wszystkich klas ornamentéw narodziny teorii grup™!.

Od poj¢cia ornamentu i symetrii przejdzmy do pojgcia perspektywy i rzu-
towania. Wybitny amerykanski matematyk 1 historyk matematyki Morris
Kline pisze: ,,Najbardziej oryginalne dzielo matematyczne siedemnastego
stulecia — stulecia, w ktérym motywacji do aktywnosci matematycznej do-
starczata w najwigkszym stopniu nauka — zainspirowane zostato sztuka malar-
ska. Tworzac system perspektywy zbieznej, malarze wprowadzali nowe idee
geometryczne i formutowali wiele zagadnien, ktére wyznaczyty catkowicie
nowy kierunek badan. W ten sposob artysci splacili swoj dtug matematyce”*.
Rewolucja, ktora zmienita doglebnie 1 trwale malarstwo europejskie, zrodzita
si¢ z eksperymentow artystycznych (ale i teoretycznych) malarzy Renesansu,
od Filippa Brunelleschiego po Leonarda da Vinci i Albrechta Diirera. Kluczo-
we dla niej pojecie perspektywy zyskato teoretyczny fundament w geometrii
rzutowej — dziale matematyki, ktérego poczatki wiaza si¢ z takimi postacia-
mi, jak Johannes Kepler, Gérard Desargues czy Blaise Pascal (ktory byt nie
tylko matematykiem, filozofem i mistykiem, ale takze inzynierem i wielka
postacia literatury francuskiej); nowoczesna, systematyczng posta¢ nadat mu
dwa stulecia pdzniej Jean-Victor Poncelet.

Na zakonczenie tej czgsci artykutu chciatbym przywotaé posta¢ uzna-
wang — przez wielu, do ktorych grona si¢ dotaczam — za symbol glebokich
zwiazkow migdzy sztuka, matematyka i filozofia. Mam tu na mysli wybitnego
grafika Mauritsa Cornelisa Eschera®. Jego tworczos$¢ cieszy si¢ uznaniem

“ Jaskowski,dz cyt,s. 17.

M L.Gardin g, Spotkanie z matematykq , Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1993,
s. 62.

“ M. K lin e, Mathematics in Western Culture, Penguin Books, London 1972, s. 170.

4 Linki do ok. 30 (!) stron Wikipedii poswigconych poszczegdlnym, najbardziej znanym dzie-
tom Eschera mozna znalez¢ na stronie https://en.wikipedia.org/wiki/M. C. Escher .
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szczegolnie wirod matematykow i fizykow. Wiele uwagi poswigca jej na przy-
ktad wspominany juz Roger Penrose*. Do jej zwolennikéw nalezy rowniez
jeden z najwybitniejszych w wieku dwudziestym znawcdw geometrii, Harold
S.M. Coxeter® (przyjaciel i doradca Eschera). Sztuce holenderskiego mistrza
poswigcit on obszerny fragment swej powszechnie znanej ksiazki Wstep do
geometrii dawnej i nowej, uchodzacej za jedna z najlepszych syntez wiedzy
geometrycznej od czaséw Euklidesa do potowy dwudziestego wieku*.

Sprobujmy podsumowac rozwazania przeprowadzone w tym artykule
oraz zarysowac kierunki dalszych badan.

Jak si¢ wydaje, przedstawione tu analizy pigkna matematyki dowodza —
mimo ich czastkowego i szkicowego charakteru — ze estetyka matematyki
moze by¢ réwnie interesujagcym obszarem badawczym, jak estetyka muzyki,
malarstwa czy literatury.

Mozna t¢ (jak dotad hipotetyczna) dyscypling filozoficzna uprawiad
dla niej samej, warto tez jednak pomysle¢ o niej w szerszym kontekscie.
Po pierwsze — w kontekscie filozofii matematyki. Dzi$ jest juz ona dobrze
rozwinieta, bogata w roznorodne koncepcje dyscypling filozoficzna. O dy-
namicznym rozwoju filozofii matematyki pozwalaja jednak méwi¢ ontologia
(metafizyka) matematyki (obiektow matematycznych) i jej epistemologia.
Aksjologia matematyki natomiast wtasciwie nie istnieje. Estetyka matematyki
stanowitaby tylko jej czg$¢. Rownie interesujaca i wazna bytaby refleksja
nad moralnym sensem matematyki. Dociekania takie moglyby nawigzywac
do idei Arthura Northa Whiteheada*” czy wybitnego polskiego logika Jana
Lukasiewicza (ktory odegrat istotng rol¢ miedzy innymi w przeksztatcaniu
logiki w dzial matematyki)*. Po drugie, wprawdzie sztuka w dalszym ciagu

# Por. Penrose, Droga do rzeczywistosci, s. 32-35, 38, 48; t e n z e, Nowy umys{ cesarza,
s. 182.

4 Zob. S. Hart, Escher and Coxeter: A Mathematical Conversation, ,,Brewminate: A Bold
Blend of News and Ideas”, 6 X 2017, https:/brewminate.com/escher-and-coxeter-a-mathematical-
conversation/.

% Por. H.S.M. Co x e ter, Wstep do geometrii dawnej i nowej, thum. R. Krasnodebski, PWN,
Warszawa 1967, s. 74-76.

4 Zob. AN. W hitehead, Matematyka i dobro, thum. J. Jusiak, M. Jatocho, ,,Colloquia
Communia” 1987, nr 3-4, s. 160-172.

# Logika jest moralnoscia mysli i jgzyka” (zob. hasto ,,Szkota Iwowsko-warszawska”, Wi-
kipedia, https://pl.wikipedia.org/wiki/Szkota lwowsko-warszawska). Por. . W olen s k i,
hasto ,,Lvov-Warsaw School”, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, Winter 2019 edition,
red. E.N. Zalta (https:/plato.stanford.edu/entries/lvov-warsaw/).
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dominuje jako przedmiot refleks;ji estetycznej, zauwazalne sq jednak zmiany
zmierzajace ku dostrzezeniu i poddaniu analizie estetycznego aspektu innych
niz sztuka obszaréw rzeczywistosci. Rozwija si¢ na przyktad estetyka natu-
ry (srodowiska). ,, Krytykujac dominujacy nurt estetyki jako filozofii sztuki
1 upominajac si¢ o estetyke natury, filozofowie srodowiskowi od razu poza
te ostatnig wykraczaja, bowiem centralnym pojeciem ich estetyki nie jest
pojecie natury, lecz pojgcie srodowiska (albo pejzazu) obejmujacego zardéwno
naturalne, jak i artefaktualne otoczenie™.

Dodajmy, ze juz przed bez mata potwiekiem Andrzej Tyszka, filozof
1 socjolog sportu, pisat: ,,Sport przemawia do nas takze, cho¢ nie tylko, j¢-
zykiem pigkna™*’. Podkreslal, ze nie we wszystkich dyscyplinach kryterium
estetyczne odgrywa znaczaca role, ale we wszystkich sportach ,,gdzie kryte-
rium rozstrzygania wspotzawodnictwa jest — nie miara dtugosci, chronometr,
waga, kolejnos¢ na mecie, ilos¢ trafien, goli, koszow — lecz dziesigciopunk-
towa miara doskonatosci wykonania ruchu, wszg¢dzie tam pigkno jest jednym
z gldwnych celow™!.

Sadze, ze estetyka badajaca nie tylko pigkno sztuki (i ewentualnie natury),
ale takze, z jednej strony, matematyki, z drugiej za§ — sportu (oraz wielu
innych obszarow rzeczywistosci), pozwolitaby tworzy¢ pehiejsza filozofi¢
pigkna, blizszg zrozumieniu jego istoty.

Rozwazania o pigknie matematyki i matematyce pigkna chcialbym zakon-
czy¢ sformutowaniem uwagi dotyczacej znaczenia filozoficznej refleksji nad
zwigzkami mi¢gdzy matematyka a pigknem. Jednym z waznych zadan filozofii
jest refleksja nad kultura (nad religia, nauka i sztuka, a takze nad sama filozo-
fia) — refleksja majaca autonomiczne znaczenie poznawcze, zmierzajaca do
prawdy o istocie kultury i jej poszczegdlnych sktadnikow oraz poszukujaca tej
prawdy dla niej samej. To, ze istnieje estetyczny wymiar matematyki, jest cze-
$cig prawdy o niej — prawdy nie mniej waznej niz prawdy geometrii czy alge-
bry. Refleksja o matematyce i pigknie ma tez istotny sens praktyczny (stowo to
rozumiem tu nie w jego potocznym, pragmatyczno-utylitarystycznym sensie,
lecz w jego sensie klasycznym, powiedzmy: arystotelesowsko-kantowskim).
Od tego, jak wyraznie dostrzega si¢ wielo$¢ wartosci, ktore przystugujq ma-
tematyce, zalezy (do pewnego stopnia, w gr¢ wchodza bowiem tez rozmaite
prozaiczne czynniki instytucjonalne czy finansowe) to, w jaki sposob sig jej
uczy 1 jak popularyzuje si¢ ja w mass mediach. To zas, jak si¢ jej uczy i jak
si¢ ja upowszechnia, jest sprawa bardziej istotng niz mogloby si¢ wydawac.

¥ K. Wilkoszewska, Nowe inspiracje w estetyce drugiej polowy XX wieku, w: Estetyki
filozoficzne XX wieku, red. K. Wilkoszewska, Universitas, Krakow 2000, s. 294.

S A.Tys zk a, Olimpia i akademia. Szkice o humanistycznej tresci sportu, Wydawnictwo
Sport i Turystyka, Warszawa 1970, s. 133.

! Tamze.
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WICI‘ZQ wiarg t¢ potrafitbym cho¢ czg$ciowo uzasadnic racjonalnie, ale nie
czas 1 miejsce po temu — ze $wiat, w ktdrym powszechmej wystgpowalaby
zdolnos¢ kontemplacji pigkna i gotowos¢ do niej (w tym kontemplacji pigk-
na matematyki, pigkna najbardziej ,,czystego”, ,,niesplecionego” ani z zadza
wladzy czy pieniadza, ani z namigtnoscia erotyczna — tak jak splecione bywa
pickno obecne na przyktad w literaturze czy malarstwie®), bytby $wiatem
znacznie lepszym (w fundamentalnym — moralnym — sensie tego stowa)>.
Wizja takiego swiata to fragment bliskiej mi utopii. ..
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